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一、(1) 设矩阵 A =


1 −2 −4

−2 x −2

−4 −2 1

 与 Λ =
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 相似，求 x, y.

(2) 若二次曲面的方程 x2 +3y2 + z2 +2axy+2xz+2yz = 4 经正交替换化为 y21 +4z21 = 4，求 a 的值以及这个

正交变换.

解. (1) 实对称矩阵 A 的特征多项式为 |λE −A| = λ3 − (x+2)λ2 + (2x− 23)λ+ (15x+40), 其所有特征值为 5，-4，

y. 令 |λE −A| = 0，由 Vieta 定理以及题目，可知

 λ1 + λ2 + λ3 = x+ 2

λ1λ2λ3 = −(15x+ 40)
. 求解以上方程组可得 x = 4, y = 5.

(2) 记 X = (x, y, z)T , A =


1 a 1

a 3 1

1 1 1

，则二次曲面的方程可以表示为二次型 XTAX = 4. 由于它可以经正

交替换化为 y21 + 4z21 = 4，可知 A 的特征值分别为 0，1，4. 令 A 的特征多项式为 0，立刻解得 a = 1. 设正交替换

为矩阵 U，新的变量为 Y = (x1, y1, z1)
T，即 X = UY . 于是问题变为求正交矩阵 U，使得 UAUT =


0
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4

.

由于依次可以解得 A 的属于特征值 0,1,4 的特征向量分别为
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于是 UT = (u1, u2, u3) 即为所求的正交变换，即
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二、设 R3 中三张平面 Pi : ai1x + ai2y + ai3z = di 两两相交，三条交线两两平行，如图所

示. 若三张平面的方程组成线性方程组 AX = b，求 r(A), r(A).

解. 由题意，可知 AX = b 为矛盾方程组，故 r(A) = r(A) + 1. 又若任意消去方程组中的一行，

余下的方程组解空间维数为 1. 即消去一行之后，方程组系数矩阵的秩为 2. 因此 r(A) ≥ 2. 又考

虑到 r(A) < 3，否则 AX = b 将有唯一解，因此解得 r(A) = 2, r(A) = 3.

三、设 H 为一个 n 阶实矩阵，若存在一个实对称正定矩阵 P，使得 B = P −HTPH 为正定，证明，H 所有

特征值的模长均小于 1.

证明. 任取 H 的一个特征值 λ. 取属于 λ 的特征向量 ξ，作

ξTBξ = ξTPξ − (Hξ)TP (Hξ)

= ξTPξ − λ2ξTPξ

= (1− λ2)ξTPξ

由 B 的正定性，知上式为恒正. 再由 P 的正定性，知一定有 1− λ2 > 0，故 |λ| < 1.

四、设 W 是 n 维向量空间 Rn 的一个真子空间，证明，必存在一个线性方程组 AX = 0，其解空间恰为 W .

(Hint: 可以用满足某种性质的一系列行向量组成 A)

证明. 设 dim(W ) = n − r, 取 W 中的一组正交基 x1, x2, ..., xn−r(都取列向量)，并扩充为 Rn 上的一组正交基

x1, x2, ..., xn−r, ..., xn. 对于一个齐次线性方程组 AX = b，只要其行空间恰为 Span{xn−r+1, ..., xn}，则其解空间就

一定为 W . 特别的，可以取

A =



xn−r+1
T

xn−r+2
T

...

xn
T
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五、(QR 分解) (1) 设 α ∈ Rn 为单位向量，令 H = E − 2ααT，求证 H 是对称的正交矩阵. 注意到 Hα = −α，

因此称矩阵 H 为镜面反射矩阵.

(2) 记 e1 = (1, 0, 0, ..., 0)T，对于任意的 x = (x1, x2, ..., xn)
T，试求一个 α，使得对于某个正实数 λ, 由 α 构造

的镜面反射矩阵 H 恰使 Hx = λe1.

(3) 对于 n 阶可逆实矩阵 A，试求一个正交矩阵 Q 以及上三角矩阵 R，其中 R 的主对角线上全为正实数，使

得 A = QR 成立.

(4) 证明，满秩正交且主对角线元素全为正的上三角矩阵只能是单位矩阵，并由此证明 (3) 中分解 A = QR 的

唯一性.

证明. (1)H 为对称是容易验证的.H 的正交性只要观察 H2 = (E − 2ααT )2 = E − 4ααT + 4ααTααT = E 立刻得到.

(2) 记 λ =
√
|x|2，则 x 与 λe1 的长度相同. 观察到 H 在向量空间中的作用将 α 变为 −α，而对所有与 α 正交

的向量 y，简单演算即知 Hy = y. 即 α 是镜面反射 H 的反射面的单位法向量. 现将 x 作正交分解 x = k1α + k2y，

则 λe1 = −k1α+ k2y. 于是 x− λe1 恰是 α 的倍数. 如果 k2 = 0，此时只需选取 α 为与 e1 正交的单位向量即可，其

他情况下

α =
x− λe1√
|x− λe1|2

,

其中 λ =
√

|x|2.

(3) 将 A 按列分块为 A = (a1 a2 · · · an). 采用数学归纳法. 对于 a1，存在一个镜面反射矩阵 H1，使得 H1a1 =√
|a1|2 e1，于是 H1A = (λ1e1 H1a2 · · · H1an). 假设已经用 k 个镜面反射变换，将前 k 列化为了上三角矩阵. 记此

时的矩阵为 A(k) =

 Rk ∗

O Ak

. 对 Ak 仍然作将第一列化为 e1 的方法，则有一个 n− k 阶镜面反射矩阵 H，使

HAk 的第一列与 e1 共线. 记 Hk+1 =

 Ek O

O H

 , 则 Hk+1 就是将 A(k) 的第 k + 1 列化为上三角形状的正交阵

(事实上也是镜面反射矩阵). 记 A(k+1) = Hk+1A
(k)，以此类推，最终可以将 A 化为一个主对角线元素非零的上三角

阵 R，相应的有 HnHn−1 · · ·H1A = R. 记 H1H2 · · ·Hn = Q，则 A = QR.

(4) 设 R = (rij)n×n 为正交的上三角矩阵. 由第一列的模长为 1，知 r11 = 1. 由第二列与第一列正交以及其模长

为 1，知 r12 = 0, r22 = 1, 以此类推，由第 k 列与前 k− 1 列正交以及其模长为 1，知 r1k = · · · = rk−1,k = 0, rkk = 1.

最终得到 R 的严格上三角部分全为 0，主对角线全为 1. 这正是单位矩阵. 下面由此证明 (3) 中分解的唯一性.

设 A 有两个 QR 分解 A = Q1R1, A = Q2R2. 则 QT
2 Q1 = R2R

−1
1 . 等式左端是正交阵，右端是满秩的主对角线

元素全为正的上三角矩阵，因此右端为单位阵，于是 Q1 = Q2, 进而 R1 = R2,A 的 QR 分解唯一.
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六、对任意 n 阶矩阵 A，试证明：r(An) = r(An+1) = r(An+2) = · · ·

证明. n ≥ r(A) ≥ r(A2) ≥ · · · ≥ r(An) ≥ r(An+1) 是容易发现的. 注意到这个不等式链中的每一个值都只能

取 [0, n] 之间的整数. 因此一定存在一个正整数 k ≤ n, 使得 r(Ak) = r(Ak+1). 又由于 AkX = 0 的解空间包

含在 Ak+1X = 0 内，因此这两个方程组拥有完全相同的解空间. 因此这两个方程限制在 A,A2, ... 的列空间 (实

际上就是函数 f1(X) = AX, f2(X) = A2X, ..., fk(X) = AkX, ... 的值域) 上的解空间也应是完全相同的. 这说明

r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · · . 又由于 k ≤ n，于是命题得证.

七、(SVD 奇异值分解) 设 m × n 阶实矩阵 A 非零，证明，总存在 m 阶正交阵 U 以及 n 阶正交阵 V，使得

A = UΣV T，其中

Σ =

 Σr×r Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

 ,

Σr×r = diag{σ1, σ2, ..., σr},σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0. σ1, ..., σr 称为 A 的奇异值. (Hint: 研究实对称矩阵 ATA 的特征

值)

证明. 考虑 n 阶实对称矩阵 ATA. 存在正交矩阵 V，使得 ATA = V ΛV T，其中 Λ = diag{λ1, λ2, ..., λn}. 由于 ATA

的实对称性，所有特征值均为实数. 又考虑到对任意的特征值 λi，取属于它的特征向量 ξ，则

0 ≤ (Aξ,Aξ) = ξTATAξ = λi(ξ, ξ).

注意到 (ξ, ξ) ≥ 0，因此 λi ≥ 0. 据此，可以假设 Λ 中所有特征值按从大到小顺序排列，且 λn ≥ 0. 现记 σi =
√
λi,

将 U, V 按列展开为 U = (u1, u2, · · · , um), V = (v1, v2, · · · , vn). 由 AV = UΣ，可得

(Av1, Av2, · · · , Avn) = (σ1u1, σ2u2, · · · , σrur, 0, · · · , 0).

于是对前 r 个非零奇异值，可唯一求得 U 的前 r 列为 ui = Avi/σi..

然后观察等式 UTA = ΣV T，仍然将 U, V 按列分块，类似前述的操作，可以得到 ATur+1 = ATur+2 = · · · =

ATum = 0. 因此 ur+1, ..., um 可以取为方程 ATX = 0 解空间的一组标准正交基.

下面只需要再验证 U 确实是正交的，为此只需证明 u1, u2, ..., ur 为标准正交组，以及此向量组与 ur+1, ..., um 正

交. 先证 u1, u2, ..., ur 为标准正交组：注意到 uT
i uj = vTi A

TAvj/σiσj = λjv
T
i vj/σiσj . 若 i ̸= j，则 vi 与 vj 正交，此

式为 0；若 i = j，则此式等于 λiv
T
i vi/σ

2
i = 1. 因此 u1, u2, ..., ur 为标准正交组. 再证此向量组与 ur+1, ..., um 正交.

任取 i = 1, 2, ..., r 以及 j = r+ 1, r+ 2, ...,m，可得 uT
i uj = vTi A

Tuj/σi = 0. 因此 u1, u2, ..., ur 与 ur+1, ..., um 正交.

从而这就证明了 U 的正交性，命题得证，如上所述的 A = UΣV T 即为所求.
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