
1. 设 𝐼 = ඥ𝑥ଵ + 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଷ + ⋯ + 𝑥௡
௡೙

; 𝐼ଵ = ඥ𝑛𝑥௡
௡೙

= √𝑛
೙

⋅ 𝑥௡; 𝐼ଶ = ඥ𝑥௡
௡೙

=

𝑥௡; 𝐼 = ඥ𝑥ଵ + 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଷ + ⋯ + 𝑥௡
௡೙

; 𝐼ଵ = ඥ𝑛𝑥௡
௡೙

= √𝑛
೙

⋅ 𝑥௡; 𝐼ଶ = ඥ𝑥௡
௡೙

= 𝑥௡; 

且有: 𝑥௡ = ඥ𝑥௡
௡೙

< ඥ𝑥ଵ + 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଷ + ⋯ + 𝑥௡
௡೙

< ඥ𝑛𝑥௡
௡೙

= √𝑛
೙

⋅ 𝑥௡ 

lim௡→ஶ𝐼ଵ = lim௡→ஶ √𝑛
೙

⋅ 𝑥௡ = 2022lim௡→ஶ √𝑛
೙

= 2022; 
lim௡→ஶ𝐼ଶ = lim௡→ஶ𝑥௡ = 2022; 

由夹逼准则: lim௡→ஶ𝐼 = lim௡→ஶ ඥ𝑥ଵ + 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଷ + ⋯ + 𝑥௡
௡೙

= 2022.  

2. 首先写出 √1 + 𝑥ଶ, cos𝑥 以及 𝑒ି
ೣమ

మ  的麦克劳林展开: 

ඥ1 + 𝑥ଶ = (1 + 𝑥ଶ)
ଵ
ଶ = 1 +

1

2
𝑥ଶ +

1
2

ቀ
1
2

− 1ቁ

2!
(𝑥ଶ)ଶ + 𝑜(𝑥ସ)

= 1 +
1

2
𝑥ଶ −

1

8
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ) 

cos𝑥 = 1 −
𝑥ଶ

2!
+

𝑥ସ

4!
+ 𝑜(𝑥ସ) = 1 −

1

2
𝑥ଶ +

1

24
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

𝑒ି
௫మ

ଶ = 1 −
1

2
𝑥ଶ +

1

2!
ቆ−

𝑥ଶ

2
ቇ

ଶ

+ 𝑜(𝑥ସ) = 1 −
1

2
𝑥ଶ +

1

8
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

 

 于是有: 

1 +
1

2
𝑥ଶ − ඥ1 + 𝑥ଶ = 1 +

1

2
𝑥ଶ − ൤1 +

1

2
𝑥ଶ −

1

8
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)൨ =

1

8
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

cos𝑥 − 𝑒ି
௫మ

ଶ = ൤1 −
1

2
𝑥ଶ +

1

24
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)൨ − ൤1 −

1

2
𝑥ଶ +

1

8
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)൨ = −

1

12
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

 

 原极限可写为: 

lim
௫→଴

ቀ1 +
1
2

𝑥ଶ − √1 + 𝑥ଶቁ cos𝑥ଶ

cos𝑥 − 𝑒ି
௫మ

ଶ

= lim
௫→଴

ቂ
1
8

𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)ቃ ⋅ 1

−
1

12
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

= lim
௫→଴

1
8

𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

−
1

12
𝑥ସ + 𝑜(𝑥ସ)

= −
3

2
 

3. 设 𝛼 =
√௡ାଵା√௡

ଶ
, 𝛽 =

√௡ାଵି√௡

ଶ
, 根据和差化积公式可得  

lim௡→ஶ൫sin√𝑛 + 1 − sin√𝑛൯ = lim௡→ஶ[sin(𝛼 + 𝛽) − sin(𝛼 − 𝛽)]  

= lim௡→ஶ2cos𝛼sin𝛽 



= lim௡→ஶ2cos ቀ
√௡ାଵା√௡

ଶ
ቁ sin ቀ

√௡ାଵି√௡

ଶ
ቁ, 

因为 cos ቀ
√௡ାଵା√௡

ଶ
ቁ ≤ 1 , 所以  

 lim௡→ஶ2cos ቀ
√௡ାଵା√௡

ଶ
ቁ sin ቀ

√௡ାଵି√௡

ଶ
ቁ = lim௡→ஶ2sin ቀ

√௡ାଵି√௡

ଶ
ቁ  

 = lim௡→ஶ2sin ൬
ଵ

ଶ൫√௡ାଵା√௡൯
൰ = 0  

4. ∫ ൫𝑥ଷ + √1 − 𝑥ଶ൯
ଵ

ିଵ
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥ଷଵ

ିଵ
𝑑𝑥 + ∫ √1 − 𝑥ଶଵ

ିଵ
𝑑𝑥  

第一个积分由于是奇函数在对称区间的积分, 因此积分值为 0  
第二个积分则涉及到定积分的几何意义, 为原点在 (0,0), 半径为 1 
的圆在 𝑦 轴正半轴上的面积  

故: 原式 = 0 +
ଵ

ଶ
⋅ 𝜋 ⋅ 1ଶ =

గ

ଶ
  

5. （甲）令 𝑡 =
ଵ

௫
, 𝑥 =

ଵ

௧
, 于是 𝑑𝑥 = 𝑑 ቀ

ଵ

௧
ቁ = −

ଵ

௧మ
𝑑𝑡, 积分上下限为 0,1:  

∫ ቀarcsin
ଵ

௫
−

ଵ

௫
ቁ

ାஶ

ଵ
𝑑𝑥 = ∫ (arcsin𝑡 − 𝑡)

଴

ଵ
⋅ ቀ−

ଵ

௧మ
ቁ 𝑑𝑡 = ∫

ୟ୰ୡୱ୧୬௧ି௧

௧మ

ଵ

଴
𝑑𝑡  

𝑥 → 0 时, arcsin𝑡 − 𝑡 ∼
ଵ

଺
𝑡ଷ, 故 ୟ୰ୡୱ୧୬௧ି௧

௧మ
∼

ଵ

଺
𝑡, 积分 ∫

ଵ

଺

ଵ

଴
𝑡𝑑𝑡 收敛;  

故 ∫
ୟ୰ୡୱ୧୬௧ି௧

௧మ

ଵ

଴
𝑑𝑡 收敛.  

首先计算不定积分:  

∫
ୟ୰ୡୱ୧୬௧ି௧

௧మ
𝑑𝑡 = ∫

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧మ
𝑑𝑡 − ∫

ଵ

௧
𝑑𝑡 = ∫

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧మ
𝑑𝑡 − ln|𝑡|  

重点研究第一个不定积分:  

∫
ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧మ
𝑑𝑡 = ∫ arcsin𝑡𝑑 ቀ−

ଵ

௧
ቁ = −

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
+ ∫

ଵ

௧
⋅

ଵ

√ଵି௧మ
𝑑𝑡  

令 𝑡 = sin𝑢, 𝑑𝑡 = cos𝑢𝑑𝑢, √1 − 𝑡ଶ = √1 − sinଶ𝑢 = cos𝑢, 于是:  

∫
ଵ

௧
⋅

ଵ

√ଵି௧మ
𝑑𝑡 = ∫

ଵ

ୱ୧୬௨
⋅

ଵ

ୡ୭ୱ௨
⋅ cos𝑢𝑑𝑢 = ∫

ଵ

ୱ୧୬௨
𝑑𝑢 = ∫ csc𝑢𝑑𝑢  

= −ln|csc𝑢 + cot𝑢| = −ln ቚ
ଵ

ୱ୧୬௨
+ cot𝑢ቚ = −ln ฬ

ଵ

௧
+

√ଵି௧మ

௧
ฬ  

= −൫lnห1 + √1 − 𝑡ଶห − ln|𝑡|൯ = −lnห1 + √1 − 𝑡ଶห + ln|𝑡|  

于是: ∫
ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧మ
𝑑𝑡 = −

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
− lnห1 + √1 − 𝑡ଶห + ln|𝑡| + 𝐶ଵ  

综上: ∫
ୟ୰ୡୱ୧୬௧ି௧

௧మ
𝑑𝑡 = −

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
− lnห1 + √1 − 𝑡ଶห + ln|𝑡| − ln|𝑡|  

= −
ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
− lnห1 + √1 − 𝑡ଶห + 𝐶  



其定积分: ∫
ୟ୰ୡୱ୧୬௧ି௧

௧మ

ଵ

଴
𝑑𝑡 = ቀ−

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
− lnห1 + √1 − 𝑡ଶหቁቚ

଴

ଵ

  

= −
ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
ቚ

଴

ଵ

− lnห1 + √1 − 𝑡ଶหቚ
଴

ଵ

  

= ቂቀ−
ୟ୰ୡୱ୧୬ଵ

ଵ
ቁ − ቀ−lim௫→଴

ୟ୰ୡୱ୧୬௧

௧
ቁቃ − ൣlnห1 + √1 − 1ଶห − lnห1 + √1 − 0ଶห൧  

= ቂ−
గ

ଶ
− (−1)ቃ − [ln1 − ln2] = −

గ

ଶ
+ 1 + ln2  

   

   （乙）由分部积分法， 𝐼௠ =
ଵ

௡ାଵ
∫ (ln𝑡)௠ଵ

଴
𝑑𝑡௡ାଵ = −

௠

௡ାଵ
𝐼௠ିଵ, 得出 

𝐼௠ = (−1)௠
𝑚!

(𝑛 + 1)௠ାଵ
 

6. （甲）证 (1)式左端  

𝑓(𝑏) − 2𝑓 ቀ
௔ା௕

ଶ
ቁ + 𝑓(𝑎) = ቂ𝑓(𝑏) − 𝑓 ቀ

௔ା௕

ଶ
ቁቃ − ቂ𝑓 ቀ

௔ା௕

ଶ
ቁ − 𝑓(𝑎)ቃ  

= ቂ𝑓 ቀ
௔ା௕

ଶ
+

௕ି௔

ଶ
ቁ − 𝑓 ቀ

௔ା௕

ଶ
ቁቃ − ቂ𝑓 ቀ𝑎 +

௕ି௔

ଶ
ቁ − 𝑓(𝑎)ቃ.  

作辅助函数 𝜑(𝑥) = 𝑓 ቀ𝑥 +
௕ି௔

ଶ
ቁ − 𝑓(𝑥)  

则上式 = 𝜑 ቀ
௔ା௕

ଶ
ቁ − 𝜑(𝑎)  

= 𝜑ᇱ(𝜉) ⋅ ቀ
௔ା௕

ଶ
− 𝑎ቁ = 𝜑ᇱ(𝜉)

௕ି௔

ଶ
 𝜉 ∈ ቀ𝑎,

௔ା௕

ଶ
ቁ  

= ቂ𝑓ᇱ ቀ𝜉 +
௕ି௔

ଶ
ቁ − 𝑓ᇱ(𝜉)ቃ

௕ି௔

ଶ
  

= 𝑓ᇱᇱ ቀ𝜉 + 𝜃
௕ି௔

ଶ
ቁ ⋅

௕ି௔

ଶ
⋅

௕ି௔

ଶ
  𝜃 ∈ (0,1)  

= 𝑓ᇱᇱ(𝑐) ⋅
(௕ି௔)మ

ସ
, 𝑐 = 𝜉 + 𝜃

௕ି௔

ଶ
∈ (𝑎, 𝑏).  

   

   （乙）设 𝑃௡(𝑥) = 𝑎଴(𝑥 − 𝛼ଵ)௞భ ⋯ (𝑥 − 𝛼௠)௞೘ 
(其中 𝛼ଵ < 𝛼ଶ < ⋯ < 𝛼௠ 分别为 𝑃௡(𝑥) 的 𝑘ଵ, 𝑘ଶ, ⋯ , 𝑘௠ 重根, 𝑘ଵ + 
𝑘ଶ + ⋯ + 𝑘௠ = 𝑛).  
由 Rolle 定理, 在相邻二异根之间, 存在 𝑃ᇱ

௡(𝑥) 的一个根. 因此 𝑃௡
ᇱ(𝑥) 

在 𝑃௡(𝑥) 的 𝑚 个根的间隙里, 共有 𝑚 − 1 个根. 又从(1)式可知, 当 𝛼௜ 
是 𝑘௜ > 1 重根时, 则 𝛼௜ 必是 𝑃ᇱ

௡(𝑥) 的 𝑘௜ − 1 重根. 因此 𝑃௡
ᇱ(𝑥) 共

有 (𝑚 − 1) + (𝑘ଵ − 1) + (𝑘ଶ − 1) + ⋯ +(𝑘௠ − 1) = 𝑘ଵ + 𝑘ଶ + ⋯ + 𝑘௠ −

1 = 𝑛 − 1 个根. 但 𝑃௡
ᇱ(𝑥) 是 𝑛 − 1 次多项式, 故 𝑃௡

ᇱ
௡(𝑥) 也仅有 𝑛 − 1 



个根. 所以 𝑃௡
ᇱ
௡(𝑥) 的根全为实的. 反复这样做 𝑛 − 1 次, 知 

𝑃ᇱ
௡(𝑥), ⋯ , 𝑃௡

(௡ିଵ)
(𝑥) 的根都是实的.  

7. 记 𝑥଴ =
௔ା௕

ଶ
, 在 Taylor 展开式  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴) + 𝑓ᇱ(𝑥଴)(𝑥 − 𝑥଴) +
ଵ

ଶ
𝑓ᇱᇱ(𝜉)(𝑥 − 𝑥଴)ଶ  

两端, 同时取 [𝑎, 𝑏] 上的积分. 注意右端第二项积分为 0 . 第三项的 积
分, 由于导数有介值性, 第一积分中值定理成立: ∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏), 使得 

∫ 𝑓ᇱᇱ௕

௔
(𝜉)(𝑥 − 𝑥଴)ଶ d𝑥 = 𝑓ᇱᇱ(𝑐) ∫ (𝑥 − 𝑥଴)ଶ௕

௔
 d𝑥  

=
ଵ

ଵଶ
𝑓ᇱᇱ(𝑐)(𝑏 − 𝑎)ଷ.  

因此等式成立.  

න
ℎ

ℎଶ + 𝑥ଶ

ଵ

଴

𝑓(𝑥)d𝑥 = න

1
4

ℎଶ + 𝑥ଶ

௛

଴

 d𝑥 + න
ℎ𝑓(𝑥)

ℎଶ + 𝑥ଶ

ଵ

௛

 d𝑥 = 𝐼ଵ + 𝐼ଶ 

其中𝐼ଵ = ∫
௛௙(௫)

௛మା௫మ

௛
భ
ర

଴
 d𝑥 = 𝑓(𝜉) ∫

௛

௛మା௫మ

௛
భ
ర

଴
 d𝑥  

 


