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一、

(1)

lim
n→∞

n[e2 − (1 +
1

n
)2n] = e2 lim

n→∞

[
1−

(
1 +

1

n

)2n

· e−2

]
= e2 lim

n→∞

[
1− e2 ln(1+ 1

n)−2
]

= e2 lim
n→∞

[
2− 2n ln

(
1 +

1

n

)]
= 2e2 lim

n→∞
n2

[
1

n
−
(
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

))]
= e2

(2)

原式 = lim
n→∞

n−1∑
i=0

(
sin b

2i+1
2n

)(
b
i+1
n − b

i
n

)
这里的和式, 可看成函数 sinx 在 [1, b] 上按分划

1 = b
0
n < b

1
n < b

2
n < · · · < b

n
n = b

所作的积分和. 其中 ∆xi = b
i+1
n − b

i
n 为小区间

[
b

i
n , b

i+1
n

]
的长度. 最大区间

长度

λ : 0 ⩽ λ = max
1⩽i⩽n

∆xi ⩽ b
(
b

1
n − 1

)
→ 0

ξi = b
2i+1
2n ∈

[
b

i
n , b

i+1
n

]
为小区间二端点的比例中项. 因此

原极限 =

∫ b

1
sinx dx = cos 1− cos b
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二、

因为 f(x) 递减且连续, 由积分中值定理得

dn+1 − dn =

[
n+1∑
k=1

f(k)−
∫ n+1

1
f(x)dx

]
−

[
n∑

k=1

f(k)−
∫ n

1
f(x)dx

]

= f(n+ 1)−
∫ n+1

n
f(x)dx = f(n+ 1)− f(ξ) ⩽ 0, ξ ∈ (n, n+ 1)

即 {dn} 单调递减. 又因为

dn = f(1) + f(2) + · · ·+ f(n)−
[∫ 2

1
f(x)dx+ · · ·+

∫ n

n−1
f(x)dx

]
=

(
f(1)−

∫ 2

1
f(x)dx

)
+ · · ·+

(
f(n− 1)−

∫ n

n−1
f(x)dx

)
+ f(n) > 0

所以 {dn} 单调递减且有下界, 故 {dn} 收敛.

三、

设 f 为 E 上一致连续实值函数，{xn} ⊂ E 为柯西数列。对任意 ϵ > 0, 存

在 δ > 0 使得若 x′, x′′ ∈ E 以及 |x′ − x′′| < δ 时, 则

∣∣f (
x′
)
− f

(
x′′

)∣∣ < ε

但对 δ > 0, 存在 n0 使 m,n ⩾ n0, |xm − xn| < δ 时, 有

|f (xn)− f (xm)| < ε

即 {f (xn)} 为柯西序列.

现假设函数 f 在有界集 E 上不一致连续,则存在 ε0 > 0,对任意 δn > 0,

存在 E 内的点 x′n, x
′′
n 使得 |x′n − x′′n| < δn,但 |f (x′n)− f (x′′n)| ⩾ ε0.因为 E

有界, 可以从 {x′n} 中取出一个收敛的子数列, 即
{
x′nk

}
, 那么 ,

{
x′nk

}
为柯

西数列, 不妨设其极限为 x0. 同理, 存在柯西数列
{
x′′nk

}
. 由于

∣∣x′′nk
− x0

∣∣ ⩽∣∣x′′ni
− x′nk

∣∣+ ∣∣x′nk
− x0

∣∣ , 所以 {
x′′πk

}
的极限也为 x0.

将
{
x′nk

}
与

{
x′′nk

}
按 x′n1

, x′′n1
, x′n2

, x′′n2
, · · · 的方式排列, 得到一个新的
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柯西数列 , 记为 {xn} . 由假设 , {f (xk)} 也是一个柯西数列, 因此, 对任意

ε0 > 0, 存在 k0, 使得 k, k′ ⩾ k0 时，|f (xk)− f (xk′)| < ε0. 但另一方面

|f (x2k0+1)− f (x2k0)| =
∣∣∣f (

x′nk0

)
− f

(
x′′nk0

)∣∣∣ ⩾ ε0

矛盾. 所以 f 在有界集 E 上为一致连续的.

四、

由 Taylor 公式得

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + 1
2f

′′ (ξ1) (x− a)2 = f(a) + 1
2f

′′ (ξ1) (x− a)2, ξ1 ∈ (a, x)

f(x) = f(b) + f ′(b)(x− b) + 1
2f

′′ (ξ2) (x− b)2 = f(b) + 1
2f

′′ (ξ2) (x− b)2, ξ2 ∈ (b, x)

在上式中取 x = a+b
2 , 并相减得

f(b)− f(a) =
1

8
(b− a)2

[
f ′′ (ξ1)− f ′′ (ξ2)

]
, a < ξ1 <

a+ b

2
< ξ2 < b

从而

|f(b)−f(a)| ⩽ 1

8
(b−a)2

[∣∣f ′′ (ξ1)
∣∣+ ∣∣f ′′ (ξ2)

∣∣] ⩽ 1

4
(b−a)2 max

{∣∣f ′′ (ξ1)
∣∣ , ∣∣f ′′ (ξ2)

∣∣}
记 |f ′′(ξ)| := max {|f ′′ (ξ1)| , |f ′′ (ξ2)|} , 即得结论成立.

五、

不存在，事实上由积分中值定理. 因为

∫ 1

0
f(x)dx = f(ξ), ξ ∈ [0, 1], 而f(x) = f(ξ) +

∫ x

ξ
f ′(t)dt

所以

|f(x)| ⩽ |f(ξ)|+
∫ x

ξ

∣∣f ′(t)
∣∣dt ⩽

∫ 1

0
|f(x)|dx+

∫ 1

0

∣∣f ′(x)
∣∣dx

六、

因为 f(x)在 [-1,1]上可积,所以 f(x)在 [-1,1]上有界,设界为M,即 |f(x)| ⩽
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M, ∀x ∈ [−1, 1]. 又因为 f(x) 在 x = 0 处连续, 所以 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当

x ∈ (−δ, δ) 时, 有

|f(x)− f(0)| < ε

通过计算易知

lim
n→∞

∫ 1

−1

n

2
Φn(x)dx = 1,

因此, 欲证结论成立, 只需证

lim
n→∞

∫ 1

−1

n

2
Φn(x)(f(x)− f(0))dx = 0

为此, 将积分分为三段进行估计:

∫ 1

−1

n

2
Φn(x)(f(x)− f(0))dx =

∫ −δ

−1
+

∫ δ

−δ
+

∫ 1

δ
= I1 + I2 + I3

而

|I1| ⩽ 2M
∫ −δ
−1

n
2 enx dx = M

(
e−nδ − e−n

)
→ 0(n → ∞)

|I3| ⩽ 2M
∫ 1
δ

n
2 (1− x)n dx = nM

(n+1)(1− δ)n+1 → 0(n → ∞)

|I2| ⩽ ε

∫ δ

−δ

n

2
Φn(x)dx

= ε

[∫ 0

−δ

n

2
enx dx+

∫ δ

0

n

2
(1− x)n dx

]
= ε

[
1

2

(
1− e−nδ

)
− n

2(n+ 1)

(
(1− δ)n+1 − 1

)]
→ ε(n → ∞)

综上可知, 原结论成立.

七、

由导数的定义, 有

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

1

x

∫ x

0
cos 1

t
dt
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由分部积分公式, 有

1

x

∫ x

0
cos 1

t
dt = −1

x

∫ x

0
t2 d

(
sin 1

t

)
= −1

x

(
t2 sin 1

t

∣∣∣∣x
0

− 2

∫ x

0
t sin 1

t
dt
)

= −x sin 1

x
+

2

x

∫ x

0
t sin 1

t
dt

对上式右端的第二项, 使用洛必达法则, 有

lim
x→0

2

x

∫ x

0
t sin 1

t
dt = lim

x→0
2x sin 1

x
= 0

从而

f ′(0) = lim
x→0

(
−x sin 1

x
+

2

x

∫ x

0
t sin 1

t
dt
)

= 0

八、

记 F (x) =
∫ x
0 f(t)dt, 则有 F (x) ⩾ 0, F (0) = 0, F ′(x) = f(x) ⩾ 0, 且

F ′2(x) ⩽ 1 + 2F (x) =⇒ F ′(x)√
1 + 2F (x)

⩽ 1

即 (
√
1 + 2F (x))′ ⩽ 1

F (0) = 0
⇒

√
1 + 2F (x)−

√
1 + 2F (0) ⩽ x =⇒

√
1 + 2F (x) ⩽ 1 + x

故由已知条件及上式得

f2(x) ⩽ 1 + 2F (x) ⩽ (1 + x)2 =⇒ f(x) ⩽ 1 + x, x ∈ [0, 1]

九、

因为 limx→0
f(2x)−f(x)

x = A, 所以

f(2x)− f(x) = Ax+ o(x)
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从而 

f(x)− f
(
x
2

)
= Ax

2 + o
(
x
2

)
f
(
x
2

)
− f

(
x
22

)
= A x

22
+ o

(
x
22

)
· · · · · ·

f
(

x
2n

)
− f

(
x

2n+1

)
= A x

2n+1 + o
(

x
2n+1

)
.

这样

f(x)− f
( x

2n+1

)
= Ax

(
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n+1

)
+

n+1∑
k=1

o
( x

2k

)

由于 f(x)在 x = 0连续,对上式两边令 n → ∞,得 f(x)−f(0) = Ax+o(x),

故

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x
= A

十、

不妨设 f(x) 单调逆减否则考虑 −f(x), 由
∫ +∞
a f(x)dx 收敛可知 f(x) ⩾ 0.

对任意 ε > 0, 由
∫ +∞
a f(x)dx 收敛知存在 A > 0 使得

0 ⩽
∫ +∞

A
f(x)dx < ε =⇒

∣∣∣∣∫ +∞

A
f(x) sinλx dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

A
|f(x) sinλx|dx ⩽

∫ +∞

A
f(x)dx < ε

由第二积分中值定理得

|
∫ A

a
f(x) sinλx dx| = |f(a)

∫ ξ

a
sinλx dx+ f(A)

∫ A

ξ
sinλx dx|

⩽
∣∣∣∣f(a)∫ ξ

a
sinλx dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(A)

∫ A

ξ
sinλx dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(a)λ

∫ λξ

λa
sin t dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(A)

λ

∫ λA

λξ
sin t dt

∣∣∣∣
⩽ 2

|λ|
[f(a) + f(A)]
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所以, 对上述 ε > 0, 存在 Λ > 0, 当 λ > Λ 时, 有

∣∣∣∣∫ A

a
f(x) sinλx dx

∣∣∣∣ ⩽ 2

|λ|
[f(a) + f(A)] < ε

此时, 有

∣∣∣∣∫ +∞

a
f(x) sinλx dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ +∞

A
f(x) sinλx dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ A

a
f(x) sinλx dx

∣∣∣∣ < 2ε
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