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一、

(1) 注意到
1

2n
≤ 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
≤ 1

因此

n

√
1

2n
≤ n

√
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
≤ 1

利用

lim
n→+∞

n
√
n = 1

立即得到

lim
n→+∞

n

√
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
= 1

(2) 利用

cos 1
2

cos 1
4
· · · cos 1

2n
=

2n cos 1
2 cos 1

4 · · · cos 1
2n sin 1

2n

2n sin 1
2n

=
sin 1

2n sin 1
2n

可知

lim
n→∞

cos 1
2

cos 1
4
· · · cos 1

2n
= sin 1

(3)

lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

(
ex − 1− x

x (ex − 1)

)
= lim

x→0

ex − 1

ex − 1 + x · ex = lim
x→0

1

2 + x
=

1

2

(4)
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若 α ̸= 0, lim
x→0

(xα lnx) = − lim
x→0

lnx

− 1
xα

= − lim
x→0

1
x
α

xα+1

= − lim
x→0

xα

α
= 0

若 α = 0, lim
x→0

(xα lnx) = lim
x→0

lnx = −∞

二、

(1)

∫ ln (ex + 2)

ex
dx = −

∫
ln (ex + 2) de−x

= −e−x ln (ex + 2) +

∫
1

ex + 2
dx

= −e−x ln (ex + 2) +
1

2

∫
ex + 2− ex

ex + 2
dx

= −e−x ln (ex + 2) +
1

2
x− 1

2
ln (ex + 2) + C

= −
(
1

2
+ e−x

)
ln (ex + 2) +

1

2
x+ C

(2)

∫
x cosx
sin3 x

dx = −1

2

∫
xd

1

sin2 x

= −1

2

[
x

sin2 x
−
∫

csc2 xdx
]

== −1

2

x

sin2 x
− 1

2
cotx+ C

三、

(1)f(x) = (arcsinx)2, 则

f ′(x) = 2
arcsinx√
1− x2

(1)

故 (
1− x2

)
f ′2(x) = 4f(x) (2)

对 (2) 式两边关于 x 求导得

−2xf ′2(x)− 2
(
1− x2

)
f ′(x)f ′′(x) = 4f ′(x)
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即

−xf ′(x) +
(
1− x2

)
f ′′(x) = 2 (3)

应用 Leibniz 公式, 对 (3) 式两边关于 x 求 n 阶导数得

−xf (n+1)(x)−nf (n)(x)+
(
1− x2

)
f (n+2)(x)−2nxf (n+1)(x)−n(n−1)f (n)(x) = 0

(4)

由 (1)(3)(4) 得

f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2, f (n+2)(0) = n2f (n)(0)(n ≥ 1) (5)

由 (5) 式得

f (2k+1)(0) = 0 (6)

f (2k)(0) = (2k − 2)2(2k − 4)2 · · · 22 · 2 (7)

(2)

d

dx

∫ 2x

x3+1

sin t

t4 + 1
dt =

d

dx
(

∫ 2x

0

sin t

t4 + 1
dt−

∫ x3+1

0

sin t

t4 + 1
dt)

=
2x ln 2 sin 2x

16x + 1
− 3x2(sinx3 + 1)

(x3 + 1)4 + 1

四、

因为

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ o(x)

ex2 sinx =
[
1 + x2 + o

(
x2
)]

·
[
x+ o

(
x2
)]

= x+ o
(
x2
)

所以
f(x)

x
+

ex2 sinx

x2
=

f(0) + f ′(0)x+ o(x)

x
+

x+ o
(
x2
)

x2

=
f(0) + 1

x
+ f ′(0) +

o(x)

x
+

o
(
x2
)

x2

又因为 lim
x→0

(
f(x)

x
+

ex2 sinx

x2

)
= 1, 所以 lim

x→0

f(0) + 1

x
= 1− f ′(0),
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所以 f(0) = −1, f ′(0) = 1.

故 f(x) 在 x = 0 处的一阶带皮亚诺型余项的泰勒公式为

f(x) = −1 + x+ o(x)

五、

由于

1− cos π
n
= 2 sin2 π

2n
∼ π2

2n2

因此

1 = lim
n→∞

npun
1− cos π

n

= lim
n→∞

un
1

np+2

2

π2

而
∞∑
n=1

1

np+2
:

 收敛, p > −1,

发散, p ≤ −1.
故

∞∑
n=1

un :

 收敛, p > −1 ,

发散, p ≤ −1.

六、

首先由
∫ π

0
f(x) sinx dx = 0, 利用积分中值定理, 存在 x0 ∈ (0, π) 使得

f (x0) = 0. 接下来我们用反证法, 假定 f(x) 在 (0, π) 内只有一个零点 x0,

则 f(x) 在 (0, x0) 和 (x0, π) 内都是不变号的, 且这两部分是异号的. 那么

f(x) sin (x− x0) 就在 (0, π) 内不变号, 于是

0 ̸=
∫ π

0
f(x) sin (x− x0)dx

=

∫ π

0
[f(x) sinx cosx0 − f(x) cosx sinx0]dx

= cosx0
∫ π

0
f(x) sinx dx− sinx0

∫ π

0
f(x) cosx dx

= 0

矛盾, 因此 f(x) 在 (0, π) 上必定还有零点. 即至少存在两个不同的 ξ1, ξ2 ∈

(0, π), 使得 f (ξ1) = f (ξ2) = 0

七、

因为 lim
n→∞

n+ 3

n+ 2
· n+ 1

n+ 2
= 1, 所以幂级数

∞∑
n=0

(−1)n
n+ 2

n+ 1
xn 的收敛半径
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为 R = 1. 又因为当 x = ±1 时，级数
∞∑
n=0

(−1)n
n+ 2

n+ 1
xn 均不收敛，所以其

收敛域为 (-1,1) .

∞∑
n=0

(−1)n
n+ 2

n+ 1
xn =

∞∑
n=0

(−1)nxn +

∞∑
n=0

(−1)n
1

n+ 1
xn·

∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
x ∈ (−1, 1)

记 S(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
1

n+ 1
xn+1, 则 S′(x) =

∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
x ∈ (−1, 1).

因为 S(0) = 0, 所以 S(x) =

∫ x

0

1

1 + t
dt = ln(1 + x).

从而
∞∑
n=0

(−1)n
n+ 2

n+ 1
xn =


1

1 + x
+

ln(1 + x)

x
, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)

2, x = 0

八、

( I ) 令 g(x) = xf(x), g(0) = g (x0) = g(1) = 0. 由罗尔定理, 可知存在

ξ ∈ (0, x0) , ξ2 ∈ (x0, 1) , 使得 g′ (ξ1) = g′ (ξ2) = 0, 即

ξ1f
′ (ξ1) + f (ξ1) = ξ2f

′ (ξ2) + f (ξ2) = 0

( II ) 由 f (x0) = f(1) = 0, 以及罗尔定理, 可知存在一点 η ∈ (x0, 1) , 使得

f ′ (η1) = 0. 又 f ′′(x) > 0, x ∈ (x0, 1) , 故 f ′(x) 在 (x0, 1) 内单调增加, 从而

存在一点 ζ1 ∈ (x0, η1), 使得 f ′ (ζ1) < f ′ (η1) = 0

已知 f(0) < 0, 由拉格明日中值定理, 可知存在一点 ζ2 ∈ (0, x0) , 使得

0 <
f(0)− f (x0)

0− x0
= f ′ (ζ2)

由 f ′(x) 连续及 f ′ (ζ1) · f ′ (ζ2) < 0, 由零点定理, 可知存在一点 η2 ∈

(ζ2, ζ1) ,使得 f ′ (η2) = 0 (η2 < η1) .f
′(x)在 [0,1]上可导,且 f ′ (η1) = f ′ (η2) =

0, 由罗尔定理, 可知存在一点 η ∈ (η2, η1) , 使得 f ′′(η) = 0.

九、
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（I）D 绕 x 轴旋转一周所成的旋转体的体积为

V =

∫ √
3

1
π ln2 x dx = πx ln2 x

∣∣√3

1
− 2π

∫ √
3

1
lnx dx

= π
√
3 ln2

√
3− 2π(x lnx− x)|

√
3

1

= π
√
3 ln2

√
3− 2π(

√
3 ln

√
3−

√
3 + 1)

（II）曲线段 L 的长为

l =

∫ √
3

1

√
1 +

1

x2
dx x=tant

======

∫ π
3

π
4

1

sin t · cos2 t dt

u=cost
======

∫ √
2

2

1
2

1

(1− u2)u2
du

=

(
1

2
ln 1 + u

1− u
− 1

u

)∣∣∣∣
√
2

2

1
2

= ln 2 +
√
2√

6
+ 2−

√
2

十、

（I）当 x ̸= 0 时, f ′(x) =
xex − ex + 1

x (ex − 1)
.

令 g(x) = xex − ex + 1, 则 g′(x) = xex.

易知 g(x) = xex − ex + 1 > g(0) = 0, x ̸= 0

当 x ̸= 0 时, 又因为 x (ex − 1) > 0, 所以 f ′(x) =
xex − ex + 1

x (ex − 1)
> 0.

故 f(x) 的单调递增区间是 (−∞, 0) 和 (0,+∞).

（II）因为 x1 = 1, 所以 x2 = f (x1) = ln e − 1

1
< 1, 故 0 < x2 < x1.

由于函数 f(x) 在 (0,+∞) 上单增，且 lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

ln ex − 1

x
= 0, 所

以

0 < x3 = f (x2) < f (x1) = x2

由归纳法可知，数列 {xn} 是单减数列且 0 是其下界，所以 lim
n→∞

xn 存在.

记 lim
n→∞

xn = A, 则 A = inf {xn} ⩾ 0.

若 A > 0, 由 xn+1 = f (xn) (n = 1, 2, · · · ) 及 f(x) 在 x = A 处连续，得
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A = f(A).

这与 f(A) = ln e−1 − 1

A
< A 矛盾. 所以 A = 0.

（III）因为 lim
x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

xex − ex + 1

x (ex − 1)
= lim

x→0+

xex
2x

=
1

2
,

所以 lim
n→∞

xn+1

xn
= lim

n→∞

f (xn)

xn
=

1

2
.

由比值判敛法可知级数
∞∑
n=1

xn 收敛.

十一、

不存在这样的连续函数。

解法一

用反证法，假设存在满足题目要求的连续函数 f(x),则其应该满足 1 ), 2)条

件.

1) f(x) 是单射。若不然，设存在 x1, x2 (x1 ̸= x2) , 使得 f (x1) = f (x2). 从

而有 f (f (x1)) = f (f (x2)) , 即 e−x1 = e−x2 , 推出 x1 = x2, 矛盾!

2) 连续函数 f(x) 是 R 上的严格单调函数。若不然，假设

x1 < x2 < x3 且满足 f (x1) < f (x2) , f (x2) > f (x3)

(对 f (x1) > f (x2) , f (x2) < f (x3) 情形，可类似讨论)

不妨设 f (x1) < f (x3) , 因为 f(x) 是 R 上的连续函数，由连续函数介值定

理知

存在 x0 ∈ (x1, x2) , 使得 f (x0) = f (x3) , x0 ̸= x3, 与 1 ) 矛盾。

这样由条件 2) 知不论函数 f(x) 是 R 上的严格单调递增函数，还是严格单

调递减函数，f(f(x)) 都是严格单调递增函数，但 e−x 却是严格单调递减的，

这就产生了矛盾的。

从而题目中要求的连续函数不存在。

解法二

用反证法，假设存在满足题目要求的连续函数 f(x),则其应该满足 1 ), 2)条

件.

1) ∀x ∈ R, f(x) ̸= x .

若不然，设存在 x0 使得 f (x0) = x0. 对 f (f (x)) = e−x, 两边同时求导，推
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出 f ′ (f (x)) f ′(x) = −e−x, 代入 x = x0 得，f ′ (f (x0)) f
′(x0) = (f ′(x0))

2 =

−e−x0 < 0, 矛盾!

2) ∀x ∈ R, f (f (x)) ̸= x .

由 1) 可知，由于 f(x) 是连续函数，故必有 ∀x ∈ R, f(x) > x 或者 ∀x ∈

R, f(x) < x.

若 ∀x ∈ R, f(x) > x，则有 ∀x ∈ R, f (f (x)) > f(x) > x,

若 ∀x ∈ R, f(x) < x，则有 ∀x ∈ R, f (f (x)) < f(x) < x,

因此 ∀x ∈ R, 必有 f (f (x)) ̸= x 成立。

这样由条件 2) 知函数 f (f (x)) ̸= x 与题目中 f (f (x)) = e−x = x, 在 (0, 1)

中有解, 产生了矛盾的。

从而题目中要求的连续函数不存在。
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