
参考答案：

一、(1)

  (2)

 提示：(1)将行列式拆成两个行列式的和。（2）利用Laplace定理。

二、当 时不相容，当 时相容，且通解为：

解析：

一、（1）记 为 ，则有

 即

递归即得。

 （2）选取偶数列利用Laplace定理，有



利用范德蒙德行列式即得。

二、过程略。

三、考虑n阶矩阵A，B。矩阵 经过初等行变换得到 ，再经过初等列变换得到

。由于初等变换时矩阵秩不变，则该矩阵的秩为r(A)+r(B)。又该矩阵包括A+B，则有

r(A)+r(B) r(A+B)。

四、充分性是显然的。下证必要性：

 记 ，按矩阵乘法定义展开，

 令 ，则

 上式可视为 这 个元的线性方程，且观察可以发现它们的
系数互相独立变化。考虑到 的任意性，要使上式恒成立，所有这些变量都为0.

 取 ，可得对任意
，即 为数量矩阵。命题得证。

 

五、（注： 表示 的行列式， 表示 的秩。）

 设 为 阶矩阵。若 为满秩矩阵，则

 由于 ，即有 。

 若 ，则存在可逆矩阵 ，使得



为可逆矩阵。记等式左边为 ，

这说明 是反对称矩阵，则等式右边也是反对称矩阵。

由于可逆矩阵左乘等价于作连续初等行变换，右乘等价于作连续初等列变换，则有

式中 均为矩阵，且 为 阶方阵。由于 ，则 , 都为反对称矩阵。
初等行列变换不改变秩，它们的秩仍为r，两者都是满秩矩阵。由第一步的结论知，r为偶数。得证。

 

六、首先考虑 位于左上角的情形。有

用扩展过的 左乘 ，计算得到



由于 ，当 时已经得证。如果认为 的元素不是数而是独立变量，则 的情形可以略
去。此时行列式将是异于零的多项式且已经证明该等式恒成立。这意味着，它对变量 而言在任何数值下都
是正确的，与 是否等于零无关。

此时命题已经得证。若 不在左上角，则需要考虑初等互换。容易证明：如果在D中将两列（行）互换，则
转置伴随行列式 中的对应两列也将发生互换，且 中所有元素变号。（下略）


