
2021-2022 学年秋冬学期微积分期中模拟考试 

命题、组织: 丹青学业指导中心 

模拟期中考试须知: 

欢迎大家参加由丹青学园指导中心举办的模拟期中考, 下面是考试须知。 

1.请将除答题必备工具外的物品放到讲台上, 电子设备关机或静音。

2.请对号入座, 并将身份证或校园卡放在桌面左上角。

3.本场考试持续两个小时, 开考后迟到二十分钟及以上者不得参加本次考试, 考试进

行三十分钟后方能交卷离开。 

4.开考信号发出后方可开始答题, 考试终了信息发出后, 应立即停止答题, 离开考场。

5.遵守考场纪律。

6.因提前考试以及教学班进度差异，考试可能出现还没学或者超纲题目，考试范围以老
师要求范围为准。

一、(30ᇱ) 

(1).(5ᇱ)用𝜖 − 𝛿语言陈述极限的定义, 并用定义证明lim௫→ଵ𝑥
ଶ = 1.

(2).(6ᇱ)lim௫→ାஶ𝑥൫√𝑥
ଶ + 16 − 𝑥൯.

(3).(6ᇱ)𝑓(𝑥) = 𝑥௫, 求𝑓ᇱ(𝑥). 

(4).(7ᇱ)𝑓(𝑥) =
௫

ଵି௫మ
, 求𝑓(௞)(𝑥). 

(5) (甲)(6ᇱ)𝑛(𝑥) = 3ଶ௫ାଷ + logଷ(2𝑥 − 1)

(6) (乙)(6ᇱ)𝑓(𝑥) = 𝑒௫ିଵ + ln(3𝑥 − 1) + sin(2𝑥 + 1)



二、(20ᇱ)如果函数𝑓在𝑥଴的附近（即某个𝑥଴的开邻域去掉𝑥଴) 满足lim௫→௫బ𝑓(𝑥) = 0,

我们就称𝑓是𝑥 → 𝑥଴时的无穷小量; 类似地, 如果lim௫→௫బ𝑓(𝑥) = +∞或者lim௫→௫బ𝑓(𝑥) = −∞,

我们就称𝑓是𝑥 → 𝑥଴时的无穷大量。现在假设𝑓, 𝑔都是𝑥 → 𝑥଴时的无穷小量并且𝑔(𝑥)在𝑥଴的附近

不取零值, 我们现在引进记号: 

-如果lim௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
= 0, 我们就称𝑓是比𝑔高阶的无穷小, 记作𝑓(𝑥) = 𝑜൫𝑔(𝑥)൯, 𝑥 → 𝑥଴; 

-如果lim௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
= ℓ, ℓ ≠ 0, 我们就称𝑓是与𝑔同阶的无穷小; 

-特别地, 如果𝑓与𝑔同阶并且ℓ = 1, 我们就称𝑓是与𝑔等价的无穷小, 记作𝑓(𝑥) ∼

𝑔(𝑥), 𝑥 → 𝑥଴ 

类似地, 我们可以定义无穷大量的阶之间的比较。假设𝑥 → 𝑥଴时, 函数𝑎(𝑥)满足𝑎 =

𝑜(1)。试证明:  

(1)𝑜(𝑎) + 𝑜(𝑎) = 𝑜(𝑎);

(2)𝑜(𝑐𝑎) = co(𝑎), 𝑐 ∈ ℝ

(3)𝑜(𝑎)௞ = 𝑜(𝑎௞);

(4)
ଵ

ଵା௔
= 1 − 𝑎 + 𝑜(𝑎). 

三、(25ᇱ)设𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑏 > 0, 考察函数𝑓: [−1,1] → ℝ, 其中 

𝑓(𝑥) = ൜
𝑥௔sin(𝑥ି௕), 𝑥 ≠ 0
0, 𝑥 = 0

 

证明, 下述关于𝑓的结论都成立: 

(1)𝑓 ∈ 𝐶([−1,1])当且仅当𝑎 > 0;

(2)𝑓在 0 处可微当且仅当𝑎 > 1;

(3)𝑓ᇱ在[−1,1]上有界当且仅当𝑎 ≥ 1 + 𝑏;

(4)𝑓 ∈ 𝐶ଵ([−1,1])当且仅当𝑎 > 1 + 𝑏;

(5)𝑓ᇱ在 0 处可微当且仅当𝑎 > 2 + 𝑏.

提示: 

1. Cଵ函数的定义: 函数的一阶导数连续.

四、(乙)(15ᇱ)计算下列函数的导数. 

(1)𝑔(𝑥) = (2𝑥 − 1)ଶ(tan(𝑥) − 1)



(2)ℎ(𝑥) = ௫మ
ିୡ୭s (௫)
௫ ିଶ௫ାଵ

(3)𝑚(𝑥) = sinቆට𝑥ଷ −
ଵ

௫
+ 2ቇ

四、（甲）(15') 令{𝑥௡}௡ஹଵ满足 

൜
𝑥ଵ = 1
𝑥௡ାଵ = sin𝑥௡, ∀𝑛 ≥ 1

(1) 证明𝑥௡非增且𝑥௡ → 0.

(2)(𝑥௡ାଵ
ିଶ − 𝑥௡

ିଶ) → 𝑙(≠ 0), 求𝑙.

(3)𝑥௡ ∼ ට
ଷ

௡
(𝑛 → ∞) 

提示: 

Stolz-Cesàro 定理: 设{𝑎௡}௡ஹଵ和{𝑏௡}௡ஹଵ是两个实数列。若满足条件(1)(2)之一: 

(1){𝑏௡}௡ஹଵ是严格单调发散的数列, 

(2){𝑎௡} → 0, {𝑏௡} → 0, 且{𝑏௡}௡ஹଵ是严格单调的数列. 

且极限lim௡→ஶ
௔೙శభି௔೙

௕೙శభି௕೙
= 𝑙存在, 那么有lim௡→ஶ

௔೙

௕೙
= 𝑙. 

五、(10') 令 

𝑓(𝑥) = ቊ𝑒
ି
ଵ
௫మ , 𝑥 > 0

0, 𝑥 ≤ 0
 

(1) 证明𝑓(𝑥)在 0 点可微且𝑓(௞)(0) = 0, ∀𝑘 ∈ ℕ.

(2) 求函数𝑔(𝑥) ∈ 𝐶ஶ(ℝ), 使得𝑔(𝑥) = 0, ∀𝑥 ≤ 0;𝑔(𝑥) = 1, ∀𝑥 ≥ 1.

提示: 

1.Cஶ函数的定义: 函数的任意阶导数都连续.

1.考虑𝑔的 0,1 处的各阶导数.



 

因为时间和人力原因我们不能统一批改试卷，大家答题完毕后可把试卷带出考场。试

卷分析将在之后发布在丹青学指的官方 QQ 和 B 站账号上，请扫描上方二维码获取。 

演草纸： 

  



答题卡： 

  



答题卡： 

  



答题卡： 




